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Présentation du probléme
€000

Probleme type, Difficultés et Objectif

Trouver u: H — R tel que

d
—div(AVu) = f dans Q\ T {2 C R, o
conditions de saut sur I’ ol 'espace 71 est a definir,
' Ac SYR),

u=20 suroQ , ;
le réseau d'interfaces I est fractal
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Présentation du probléme
€000

Probleme type, Difficultés et Objectif

Trouver u: H — R tel que

d
—div(AVu) =f dans Q\ T QCR' NPT
conditions de saut sur I’ ol 'espace 7t est a définir,
' Ac SYR),

u=20 suroQ , ;
le réseau d'interfaces I est fractal

Motivation

Modélisation de I'accumulation et de la libération de contraintes mécaniques dans les réseaux
de failles géologiques.

2/17



Présentation du probléme
€000

Probleme type, Difficultés et Objectif

Trouver u: H — R tel que

d
—div(AVu) =f dans Q\ T QCR'  Af
conditions de saut sur I’ ol l'espace 7 est a definir,
' Ac Sd(R),

u=0 sur o . ;
le réseau d'interfaces [ est fractal

— Difficultés
La géométrie fractale de I' entraine

® des échelles spatiales non séparées;
® une géométrie non périodique ;

® un espace des solutions H qui dépend de la géométrie fractale;

Les méthodes d’homogénéisation classiques ne sont pas adaptées
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€000

Probleme type, Difficultés et Objectif

Trouver u: H — R tel que

d
—div(AVu) =f dans Q\ T QCR' NPT
conditions de saut sur I’ ol 'espace 7t est a définir,
' Ac SYR),

u=20 suroQ , ;
le réseau d'interfaces I est fractal

Objectif
’7 Développer une méthode d'approximation particuliére, adaptée a la géométrie de I’
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Présentation du probléme
€000

Probleme type, Difficultés et Objectif

Trouver u: H — R tel que

d
—div(AVu) =f dans Q\ T QCR' NPT
conditions de saut sur I’ ol 'espace 7t est a définir,
' Ac SYR),

u=20 suroQ , ;
le réseau d'interfaces I est fractal

— Objectif

Développer une méthode d'approximation LOD, adaptée a la géométrie de I
Construction d'un opérateur d'interpolation TT: ‘H — S tel que
Iv—Tvllogey < chllvlly et M) g < cllvily, Wv e .

pour |'espace S des éléments finis P; sur un maillage adapté au réseau I'.
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Définitions
Soit Q © RY, d = 1,2,3 un domaine borné a frontiére lipschitzienne peuplé d'interfaces I';,

Jj € N deux a deux disjointes, affine par morceaux et de dimension d — 1.

k oo
Réseau d'interfaces d'ordre k : 0 =| |, —— T = U [j (objet fractal).
j=1

k—o0

j=1
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Soit Q © RY, d = 1,2,3 un domaine borné a frontiére lipschitzienne peuplé d'interfaces I';,
Jj € N deux a deux disjointes, affine par morceaux et de dimension d — 1.

k o
Réseau d'interfaces d'ordre k : T = | |; —r= U [j (objet fractal).
j=1 j=1
k désigne une échelle spatiale k grand <= petite échelle

Exemple en 20 : T =T
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Définitions
Soit Q © RY, d = 1,2,3 un domaine borné a frontiére lipschitzienne peuplé d'interfaces I';,
Jj € N deux a deux disjointes, affine par morceaux et de dimension d — 1.

k o
Réseau d'interfaces d'ordre k : T = | |; —r= U [j (objet fractal).
j=1 j=1
k désigne une échelle spatiale k grand <= petite échelle

|

i i I il

]
L B

Exemple en 2D : T®) et Iy, Ty, '3
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Définitions
Soit Q © RY, d = 1,2,3 un domaine borné a frontiére lipschitzienne peuplé d'interfaces I';,
Jj € N deux a deux disjointes, affine par morceaux et de dimension d — 1.

k
Réseau d'interfaces d'ordre k : T =| |, —— T = U [j (objet fractal).
=1 k—o0
Partitionnement d'ordre k, Q%) . Q\ %) U G.

GeQlk

Nombre fini de cellules G € Q(F) | deux a deux disjointes, ouvertes, S|mp|emement connexes,
sans fissures et étoilées :

Go
Gy
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Définitions
Soit Q © RY, d = 1,2,3 un domaine borné a frontiére lipschitzienne peuplé d'interfaces I';,
Jj € N deux a deux disjointes, affine par morceaux et de dimension d — 1.

k (o)
Réseau d'interfaces d'ordre k: T(K) = | |T; P M= U [j (objet fractal).
j=1 j=1
Partitionnement d'ordre k, Q%) . Q\ 1 = U G.
GeQlk)

Nombre fini de cellules G € Q%) deux a deux disjointes, ouvertes, simplemement connexes,
sans fissures et étoilées :

_ d—1 _ o
G = {pg—l—rs ’ seST 0K rgpg(s)} Rg —sgns%lpg(s), rG—SénSLrllpg(s).

Les partitions Q%) pour k € N sont de forme réguliére dans le sens ot
R
Jy>1 VkeN —S<q VGeah,
rG
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Présentation du probléme
0000

Espaces fonctionnels

Cho(Q) = {v: Q\r - R

Vic € Cl(@) VG € Q) et vipn = 0}

v(x,y)

o0

o
2 1

Exemple d'une fonction de v € Cf ((£2) en 2D
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Présentation du probléme
0000

Espaces fonctionnels

Cho(Q) = {v: Q\r - R

Vic € CI(C) VG € Q) et vipn = 0}

— Définition. Produit scalaire et norme sur Cj. ;(Q)

k
(v, w)g déf/ Vv-dex+Z(1+c)jCj/ IvlIw]dr;, v, w € C}o(Q),
Q\rtv r ’

j=t

N————

semi-norme H! brisée norme L2 pondérée des sauts

avec la norme associée ||v||, = (v, v>i/2.

® C; > 0 est une constante géométrique correspondant a la vitesse de fracturation;
® c > 0 est une constante de matériau;
® (14 c) modélise la résistance exponentielle aux sauts a travers ['; lorsque j augmente.
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Présentation du probléme
0000

Espaces fonctionnels

Cho(Q) = {v: Q\r - R

Vic € CI(C) VG € Q) et vipn = 0}

— Définition. Produit scalaire et norme sur C,l 0(Q)

<v,w>kd§f/ Vv - VWdX+Z l—i—cJC/[[v]][[W]]dr, v, WECkO(Q)
Q\F(k)

j=1

avec la norme associée ||v||, = (v, v>i/2.

— Définition. Espace de HILBERT k-échelle

def 57—~ |l
= Cro(Q)

He =

(H || - [1) est complet
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Présentation du probléme
0000

Espaces fonctionnels

Cho(Q) = {v: Q\r - R

Vic € CI(E) VG € Q) et vipn = 0}

— Définition. Produit scalaire et norme sur C,l 0(Q)

(v,w>kd§f/ Vv - VWdX+Z l—i—cJC/[[v]][[W]]dr, v, WECkO(Q)
Q\F(k)

j=1

avec la norme associée ||v||, = (v, v>i/2.

— Définition. Espace de HILBERT k-échelle

def 517 7l |l
= Cro(Q)

Hi = (H || - [1) est complet

— Proposition. Produit scalaire sur I'espace asymptotique fractal H

<v,w>:/Q\FVV-dex+;(1Jrc)JCj/rj[[vMWﬂdrj v,we H.
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Présentation du probléme
0000

Formulations variationnelles

‘ Trouver u € ‘H tel que a(u, v) = (f, v) pour tout v € 7—[‘

a(v, w) def / AVv - Vwdx + Z(l + c)jCj/ Blv][w]dr;, Vv,weH
Q\r j=1 rj

[e e}
ot A: Q\T — R et B: T = |J I} — R ont des propriétés bien choisies.
j=1
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Présentation du probléme Difficultés de la méthode EF classiques La méthode LOD Projecteurs Expériences numériques Bibliographie

[e]e]e] )

Formulations variationnelles

‘ Trouver u € ‘H tel que a(u, v) = (f, v) pour tout v € 7—[‘

’ Trouver uy, € Hy tel que ag(uy, , vii) = (f, vk) pour tout vy € Hk‘

‘ Trouver us, € Sk tel que ax(us,,v) = (f,v) pour tout v € Sk‘

k
ak(vk,wk) déf/ AVVk-VWkdX—I—Z(l—I-C)jCj/ B[[Vk]][[wk]]dr', Vi, wi EHk/Sk
Q\rk) = r;

[e.e]
ol A: Q\T - R et B: [ = I; — R ont des propriétés bien choisies.
j=1
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Présentation du probléme
0000

Formulations variationnelles

‘ Trouver u € ‘H tel que a(u, v) = (f, v) pour tout v € 7-[‘

’ Trouver uy, € Hy tel que ag(uyy,, vii) = (f, vik) pour tout vy € ’Hk‘

‘ Trouver us, € Sk tel que ax(us,,v) = (f,v) pour tout v € Sk‘

Sk = Vect{AE,k) ' pe N(k)} avec N = U ./\/'C(_;k).
GeQlk)
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Présentation du probléme
0000

Formulations variationnelles

‘ Trouver u € ‘H tel que a(u, v) = (f, v) pour tout v € 7—[‘

’ Trouver uy, € Hy tel que ag(uy,, vii) = (f, vk) pour tout vy € Hk‘

‘ Trouver us, € Sk tel que ax(us,,v) = (f,v) pour tout v € Sk‘

— Proposition
Les trois problémes sont bien posés.

— Théoréme. Convergence de la solution uy, vers la solution u
lim [ju— uy, || =0.
k—o00

— Théoréme. Convergence de la solution ug, vers la solution u
Ve>0, JkeN, |lu—usl <e et |uy, —usl <e.
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Difficultés de la méthode EF classiques
°

Difficultés de la méthode EF classiques

En supposant que la solution v du probléme est suffisamment réguliére, on obtient |'estimation
d'erreur a priori classique [CL09, Théo. 2.4] :

3C indépendante de hy et telle que ||u — us, || < C hk||V u||L2 @\

e (Cette estimation établit une vitesse de convergence d'ordre 1 pour la méthode des
éléments finis classique.
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e (Cette estimation établit une vitesse de convergence d'ordre 1 pour la méthode des
éléments finis classique.

® Cependant, |'hypothése de régularité de la solution n'est pas réaliste pour le probléme que
nous considérons.

e |'estimation est inutile car V2u pourrait osciller a une petite échelle ¢, soit
2 ~ o2
v UHL2(Q) ~Ee
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® Donc a moins que hi < g, I'espace d'éléments finis Sy ne permet pas de saisir la
comportement de la solution.

6/17



Difficultés de la méthode EF classiques
°

Difficultés de la méthode EF classiques

En supposant que la solution v du probléme est suffisamment réguliére, on obtient |'estimation
d'erreur a priori classique [CL09, Théo. 2.4] :

3C indépendante de hy et telle que ||u — us, || < C hk||V u||L2 @\

e (Cette estimation établit une vitesse de convergence d'ordre 1 pour la méthode des
éléments finis classique.

® Cependant, |'hypothése de régularité de la solution n'est pas réaliste pour le probléme que
nous considérons.

e |'estimation est inutile car V2u pourrait osciller a une petite échelle ¢, soit
~ o2
| 2q) Y €

® Donc a moins que hi < g, I'espace d'éléments finis Sy ne permet pas de saisir la
comportement de la solution.

6/17



Difficultés de la méthode EF classiques
°

Difficultés de la méthode EF classiques

En supposant que la solution v du probléme est suffisamment réguliére, on obtient |'estimation
d'erreur a priori classique [CL09, Théo. 2.4] :

3C indépendante de hy et telle que ||u — us, || < C hk||V u||L2 @\

e (Cette estimation établit une vitesse de convergence d'ordre 1 pour la méthode des
éléments finis classique.

® Cependant, |'hypothése de régularité de la solution n'est pas réaliste pour le probléme que
nous considérons.

e |'estimation est inutile car V2u pourrait osciller a une petite échelle ¢, soit
(970~ £
)

® Donc a moins que hi < g, I'espace d'éléments finis Sy ne permet pas de saisir la
comportement de la solution.

Si I'on souhaite garder des maillages relativement grossiers, il faut
développer une méthode d'approximation particuliére.
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La méthode LoD
00000

Trouver uy € Sk tel que a(ux, vi) = (f, vk) pour tout vy € Sk CH
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La méthode LoD
00000

Trouver uy € Sk tel que a(ux, vi) = (f, vk) pour tout vy € Sk CH

a(uk — u, Vk) =0 Vv €Sk

— Premiére décomposition
Soit Ty : H — Sk une projection. Pour tout u € H, on peut écrire

u= Thu + (I-T)u u=us, + uy,
N~~~ N —
€ImTT, =S cKer n.kdéka
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a(uk — u, Vk) =0 Vv €Sk

— Premiére décomposition
Soit Ty : H — Sk une projection. Pour tout u € H, on peut écrire

u= Thu + (I-T)u u=us, + uy,
N~~~ N —
Elm i =S eKer T[kdéka

Tentons d'approcher ugs, et d'estimer |'erreur d'approximation.
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La méthode LoD
00000

Trouver uy € Sk tel que a(ux, vi) = (f, vk) pour tout vy € Sk CH

a(uk — u, Vk) =0 Vv €Sk

— Premiére décomposition
Soit Ty : H — Sk une projection. Pour tout u € H, on peut écrire

u= Thu + (I-T)u u=us, + uy,
N~~~ N —
Elm i =S eKer T[kdéka

Tentons d'approcher ugs, et d'estimer |'erreur d'approximation. On a

a(us, — uk, vk) = —a(uy,, vk) Vvk € Sk.
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La méthode LoD
Oe0000

On en déduit par coercivité et continuité de la forme a(-, ) que

aHUSk - uk” < a(qu' Vk) < UHUVkH aHquH < a(quv Vk) < UHuSk - uk“
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Oe0000
On en déduit par coercivité et continuité de la forme a(-, ) que

allus, — ukll < a(uy,, vi) < Ulluy || 2l wy, || < a(uy,, vi) < Ullus, — ]|

contient trop d'énergie

Juy,|I* = ||Vuvk||fz(9\r) +terme de saut.
N—
rel

En réalité, |'estimation est trop grossiére.
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Oe0000
On en déduit par coercivité et continuité de la forme a(-, ) que

aHuSk - uk” < a(quv Vk) < U”quH a|| uy, H < a(qu, Vk) < UHuSk - uk”

contient trop d'énergie

Juy,|I* = ||Vuvk||fz(9\r) +terme de saut.
N—

et

En réalité, |'estimation est trop grossiére. Changeons |'espace de GALERKIN.

— L’idée
Nous aimerions, dans I'idéal, que le terme a(uy,, vk), vk € Sk soit nul.

Nouvel espace de GALERKIN : Wi def {W € Sk { a(v,w)=0 Vve Vk} Wk =V,

Ce nouvel espace Wy méne a une nouvelle decomposition de la solution u sous la forme

u=uy, + ty, avec a(uw,,by,)=0.
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La méthode LoD
[e]e] lelele]

— Pourquoi est-ce que cela fonctionne ?

Réécrivons donc une formulation variationnelle, cette fois dans Wy

trouver uy € Wi tel que a(tx, vi) = (f, vi) pour tout vy € Wi
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— Pourquoi est-ce que cela fonctionne ?

Réécrivons donc une formulation variationnelle, cette fois dans Wy
trouver uy € Wi tel que a(tx, vi) = (f, vi) pour tout vy € Wi
En particulier, comme Wy C Sk C H, on a a(u, vk) = (f, vk) pour tout vx € Wy et

a(tk —u,vk) =0 Vvk € Wy.




La méthode LoD
[e]e] lelele]

— Pourquoi est-ce que cela fonctionne ?

Réécrivons donc une formulation variationnelle, cette fois dans W
trouver uy € Wi tel que a(tx, vi) = (f, vi) pour tout vy € Wi
En particulier, comme Wy C Sk C H, on a a(u, vk) = (f, vk) pour tout vx € Wy et
a(tk —u,vk) =0 Vvk € Wy.
Reprenons la nouvelle décomposition qui méne a
a(uw, — Uk, vk) =0 Vv € Wy,

car a(ty,, vk) = 0 pour tout Wy par définition de W.




La méthode LoD
[e]e] lelele]

— Pourquoi est-ce que cela fonctionne ?

Réécrivons donc une formulation variationnelle, cette fois dans W
trouver uy € Wi tel que a(tx, vi) = (f, vi) pour tout vy € Wi
En particulier, comme Wy C Sk C H, on a a(u, vk) = (f, vk) pour tout vx € Wy et
a(tk —u,vk) =0 Vvk € Wy.
Reprenons la nouvelle décomposition qui méne a
a(uw, — Uk, vk) =0 Vv € Wy,
car a(ty,, vk) = 0 pour tout Wy par définition de Wy. On en déduit que

HuWk*UkH:O et uy, = ug.
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La méthode LoD
[ee]e] lele]

Récapitulatif

Nous avons obtenu deux décompositions :
O u=us, + uy, avec us, =Tu et uy, = (I—-T)u;

@ u = uy, + Uy, tel que a(uw,, by, ) =0.
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La méthode LoD
[ee]e] lele]

— Récapitulatif

Nous avons obtenu deux décompositions :
O u=us, + uy, avec us, =Tu et uy, = (I—-T)u;

@ u = uy, + Uy, tel que a(uw,, by, ) =0.

— Proposition
On a ainsi approché ug, dans le sens ou 1T 1 = us,.

— Remarque. [BLB22, p.337]
L'objectif essentiel de méthodes multi-échelles n'est paradoxalement pas de capturer précisé-
ment les petites échelles de la solution, mais principalement de capturer les grandes échelles.
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La méthode LoD
000080

— Proposition. Décomposition a-orthogonale

L'espace d'éléments finis multi-échelles S]'° est défini comme le complément orthogonal de

Vi = KerTly dans H, i.e. N
H=8"dV, a(w,v)=0 Vw eS8 veV.

Sy = {v —Cyv ’ v e 'H} = {v — Cyv ‘ vE Sk} = Vect{(I—Ck)AE,k) ‘ p EN(k)}.

ot Cx: H — Vi est la projection orthogonale de ‘H dans Vi,

dim 8" = dim S,

075
05
 §

“025
[o

-0.156

A gauche : fonction de base nodale . A droite : fonction de base modifiée [AH15]
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La méthode LoD
000080

— Proposition. Décomposition a-orthogonale

L'espace d'éléments finis multi-échelles S]'* est défini comme le complément orthogonal de

Vi = Ker Tl dans H, i.e. N
H=8"®V, a(w,v)=0 VweS ve.

Spr={v—Cuw|veH={v—Civ|veS}=Vet{(I-CN | pe N},

ot Ci: H — Vg est la projection orthogonale de H dans Vi,

dim §° = dim Sk

1
H = S & Vi
~~ ~— had
espace des espace grossier  caractéristiques
solutions corrigé haute fréquence
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La méthode LoD
O0000e

Formulation variationnelle discréte multi-échelles

‘ Trouver uy € S tel que a(uk, v) = (f, v) pour tout v € S |.
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La méthode LoD
O0000e

Formulation variationnelle discréte multi-échelles

‘ Trouver uy € S tel que a(uk, v) = (f, v) pour tout v € S |.

— Théoréme

Sous certaines hypothéses sur la projection TIy: H — Sk, le probléme discret admet une
unique solution v, € S donnée par

ug = (I — Cy)MMgu,

ot u € H deésigne I'unique solution du probléme & interfaces fractales.
De plus, sous certaines hypothéses géométriques, il existe une constante C indépendante de
hy telle que

Ju = ui|l < Chi|F]l 2(q2)-
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La méthode LoD
O0000e

Formulation variationnelle discréte multi-échelles

‘ Trouver uy € S° tel que a(uk, v) = (f, v) pour tout v € S

— Théoréme

Sous certaines hypothéses sur la projection TTx: H — Sk, le probléme discret admet une
unique solution v, € S donnée par

ug = (I — Cy)MMgu,

ot u € H désigne I'unique solution du probléme a interfaces fractales.
De plus, sous certaines hypothéses géométriques, il existe une constante C indépendante de
hy telle que

[l = ul] < Chicllfl 2(0)-

— Remarque
La solution wj est égale a la projection de la solution u sur I'espace S;™°.
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La méthode LoD
O0000e

Formulation variationnelle discréte multi-échelles

‘ Trouver uy € S tel que a(uk, v) = (f, v) pour tout v € S |.

— Théoréme

Sous certaines hypothéses sur la projection TT: H — Sy, le probléme discret admet une
unique solution v, € S donnée par

ug = (I — Cy)MMgu,

ot u € H désigne I'unique solution du probléme a interfaces fractales.
De plus, sous certaines hypothéses géométriques, il existe une constante C indépendante de
hy telle que

[l = ul] < Chicllfl 2(0)-

Construisons un tel opérateur TTy
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Projecteurs
0000

Objectif
e Construire Ty : H — S tel que

1
de. ! >0 [lv—Tv|[{2q) < (1 + C) cdl|vl?, et |Mev| < v]l, VYve.
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Projecteurs
0000

— Objectif
e Construire Ty : H — S tel que

1
e, ¢! >0 [lv—Thv|[{2q < <1+ C> cd|vl?, et v <

Vv e H.
® |négalité de type POINCARE : estimer Hv — fG vdxHL2 pour G € QK \Q
Analogue pour la Majoration des sauts
trace sur des sphéres au travers de I'; dans des boules
Inégalité locale de S .
tyie POINCARE | Inégalité de PoIN- Majoration des gradients
srG e QW \ QW CARE dans des boules dans B(G,rg) C G
00
Estimation de ||v|\fz((;) Estimation de |v(x) — v(y)[?

Estimation des sauts
dans G \ B(G, rg)
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Inégalité locale de type POINCARE

Stratégie VERFURTH

M 0B G
RG
{/
Q,/ | % 6
G =X
G S - ||
e T el
[NMm
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Inégalité locale de type POINCARE

Stratégie VERFURTH

Ré

pc/
rG

-

-

M M
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Inégalité locale de type POINCARE

Stratégie VERFURTH

Ré

PG

re

1l

i —
T

-
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Inégalité locale de type POINCARE

Stratégie VERFURTH

oB G
e

Ré

PG /
re

il

-

M
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Inégalité locale de type POINCARE

Stratégie VERFURTH

M G
Ré
PG/
rG
N
Y
[N
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Projecteurs
0080

Y.

NHEPAN

][vdx v—][vdx
B

K .
+CRG< )(&HWHLW oyt S (L Y e e )
j=k+1 '

Inégalité locale de type POINCARE

Stratégie VERFURTH

]
i
]

i I

imiml
il
imiml

2

+ CRg
L2(B)

v—][vdx
G

L2(G L2(8B)
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Inégalité locale de type POINCARE

Stratégie VERFURTH

— Proposition

Pour tout k € N et pour toute cellule G € Q) \ Q(()f,), I'inégalité de POINCARE locale

v—][vdx
G

est vérifiée pour tout v € ‘H avec une constante C ne dépendant que de la dimension d et
de la régularité 4 de Q).

2 (o)

1 i
<C(147) el TWxen + Y 1+ Vil
L2(G) ¢ j=k+1
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Projecteurs
0000

Projecteur TI, pour la méthode LOD

Définition. Projecteur Ty
rPour tout k € N, Tl =Tls, o Tlyy, : H — Sk.
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Projecteurs
0000

Projecteur TI, pour la méthode LOD

Définition. Projecteur Ty
rPour tout k € N, Tl =Tls, o Tlyy, : H — Sk.

— Définition. Projecteur Ty, — Définition. Projecteur TTs,
H — Hy

. H S
arg mln) {HV(V — Vk)HLQ(G\r) ‘ kT ok

veEHY(G Ms, : ][ (k)
— E dx | A
My, fG(v—Vk)dXZO}, v ( wpv x| A

Vig — pEN)
pour G € QK \ ol )
Vi, pour G € Q) avec wp = supp )\E, ) pour p € N (K.

16 /17



Projecteurs
0000

Projecteur TI, pour la méthode LOD

Définition. Projecteur Ty
rPour tout k € N, Tl =Tls, o Tlyy, : H — Sk.

veEH troncature n'HkV c ,Hk quasi-interpolation T[gk (]T’Hk V) c Sk
— Définition. Projecteur Ty, — Définition. Projecteur TTs,
H — Hy

. H 8
e {176~ Wleenl ||
e Sk - ][ d }\(k)
Ty, : fG(v—vk)dX:O}, Vi Z ( pr X) p

Vig — pEN)
pour G € QK \ ol )
Vi, pour G € Q) avec wp = supp )\E, ) pour p € N (K.
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Projecteurs
0000

Projecteur TI, pour la méthode LOD

Définition. Projecteur Ty
rPour tout k € N, Tl =Tls, o Tlyy, : H — Sk.

troncature quasi-interpolation
4

veH My, v € He s, (H’Hk V) € Sk

— Théoréeme. Approximation et Stabilité

Sous certaines conditions sur la géométrie de I', il existe une constante ¢ ne dépendant que
de la dimension d'espace d, la régularité v de Q¥ la régularité o de T(¥), de constantes
géométriques § et Cr, la constante de matériau c telle que pour tout k € N,

Iv = vl < chellvll et [Tevllzqy < clivll Vv € #.

Nous avons construit un projecteur
permettant d’appliquer la méthode LOD

16 /17



Plan

@ Expériences numériques



Expériences numériques
°

Expériences numériques
(avec une autre méthode que LOD mais aussi construite a partir de TTx)

k=1, kma2 Q=]0;1[2CR? c=1 A=I1eR¥? B=1

I
AN
= ad
T
i
Réseau d'interfaces d’inspiration géologique qui sort
du cadre théorique [KPY22, Fig. 2]
Conclusion

® La méthode numérique est robuste a la géométrie fractale du réseau d'interfaces;
® | a précision de discrétisation est atteinte en quelques étapes;

® La méthode fonctionne au-dela du cadre des hypothéses théoriques.
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Expériences numériques
°

Expériences numériques
(avec une autre méthode que LOD mais aussi construite a partir de TTx)

k=1, kma2 Q=]0;1[2CR? c=1 A=I1eR¥? B=1

(

i i i
il

Réseau d'interfaces d'inspiration géologique qui sort
du cadre théorique [KPY22, Fig. 2]

Merci pour votre attention !
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— Théoréme. Formulation forte du probléme

Trouver uy: Hi — R telle que
—div(AVu) = f dans G € Q0
AVuy -vj = —(1 4 cyCiBlux] surTj ek
[AVuy -vj] =0 sur [; € 10
ue =0 sur 0R2
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— Proposition. Propriétés des espaces Hx

® |'espace Hy est fermé, non vide et complet pour la norme || - ||, = (-, ->i/2;

® les espaces (Hk)ken sont emboités, i.e. Hy C Hp C -+ C H;;

® ces inclusions sont isométriques, i.e. pour v € Hy,

Vllk =Vl == [Vlksp PN

— Théoréme. Injections continues
L'espace H satisfait aux propriétés d'injections continues suivantes

HCL?(Q) et HCH((Q)
pour tout s € [0 ; % [ En particulier, on peut énoncer |'inégalité type POINCARE suivante
IVll20) < Cellv

avec Cp = (1 + 1) diam(Q) max {diam(Q), 1}.
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Construction de I'espace fractal asymptotique H

— Définition
Soit Hoo |'espace défini par Heo = U Hy.
keN

— Proposition. Produit scalaire sur Ho
On peut munir Hy du produit scalaire

def
<Vv W>00 = <Vv W)max{a(v),a(w)} v,w € Heo

1/2

de norme associée || - ||, = (-, )ob, ol 0: Hoo — N la fonction qui a un élément v € Hoo
associe le plus petit entier o(v) tel que v € Ho(y).

Soient (vk)ken et (wk)ken deux suites de CAUCHY de Ho,
(Vik)ken ~ (Wk)ken == [|vikc — wi|l o ——0

L'espace H est |'espace quotient de Ho, par la relation d'équivalence ~.
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Construction de I'espace fractal asymptotique H

— Proposition. Produit scalaire sur ‘H

Soient v = (vk)ken, W = (Wk)ken € H. La quantité

V= lim vl = lim {lvilo
—00 k—o0

définit une norme sur H. De plus, cette norme est associée au produit scalaire

(v, w) % Jim (Vie, Wik = lim (v, W) oo
k—o0 k—o0

dans le sens oit || - || = (-, -)¥2. (H, (-,-)) est complet.

— Corollaire

Les espaces (J, oy Cr o(Q2) et (Hi)ken sont denses dans .
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— Remarque

O L'exposant « ms» signifie « multi-échelles » et indique que |'espace SJ™* contient
également des informations aux petites échelles.

® Comme dim S = dim Sy, on peut voir |'espace S;™* comme un espace d'éléments
finis modifié et enrichi par les caractéristiques haute fréquence du probléme :

1
H = S* @ Vi
~— N ~—
espace des  ogpace grossier  caractéristiques
solutions corrigé haute fréquence

© Dit rapidement, les fonctions de V, sont quelconques en dehors des nceuds, et
« nulles » aux neceuds. Les fonctions de I'orthogonal SJ'* sont donc, a contrario, libres
aux nceuds et, dans I'esprit au moins, solutions du probléme en dehors des noeuds
[BLB22, p.367].

O Dit encore autrement, |'espace S'* est de méme dimension que Sy, |'espace
d'éléments finis classiques IP; associé au maillage 7K, et il est un raffinement de
celui-ci au sens ou, tout en ayant ses degrés de liberté aux nceuds du maillage, il est
« entre les nceuds » beaucoup plus adapté dans son approximation du probléme
Acrillant ~rAancidard TR R29 K 2R7]
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